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k を体とし，三角圏といえば k 線形三角圏のことを言う．
1 序文
任意の順序付き箙 (Q, I)に対しある非特異射影代数多様体X が存在し，導来圏の
充満忠実な埋め込み Db(mod-kQ/I) ↪→ Db(coh(X))が存在する [7]．そのため箙の
道代数の導来圏を調べることがある種の連接層の導来圏を調べる上で役に立つこと
がある．
例えば，Kuznetzovがある代数多様体の連接層の導来圏が Jordan-Ho¨lder性を持
たないことを，その導来圏に含まれる Bondal箙の道代数の導来圏が Jordan-Ho¨lder
性を持たないことを用いて示した [6]．任意の代数多様体の連接層の導来圏が
Jordan-Ho¨lder 性を持つならば，導来圏から代数多様体の新たな双有理不変量を
構成できることがわかる [4] ため，代数多様体の導来圏が Jordan-Ho¨lder 性を持つ
ことが期待されていたが，その試みは上で述べた Kuznetzovの例によりうまくいか
なくなった．この例の構成において，Bondal箙の道代数の導来圏がネーター性を持
つことが使われているが，その証明は与えられていない．一般に順序付き箙の道代数
の導来圏は強例外生成列とよばれる対象たちを含む [7, 2.2]ので，私は強例外生成列
を持つ三角圏がネーター性を持つかどうかという問題を考えた．その結果，以下のこ
とを示した．
1
主定理 . Dを強例外生成列 (E1, E2)をもつ三角圏とする．このとき，Dはネーター
性を持つ．
2 三角圏に関する準備
まず，三角圏についての簡単な説明を与える．三角圏はアーベル圏における短完全
系列の類似物である完全三角形という概念をもっており，これによって加法圏であ
りながらアーベル圏のようにホモロジー代数を展開できる．アーベル圏において単
射 (あるいは全射)A
f→ B が存在すれば，
0→ A f→ B → coker(f)→ 0
(0→ ker(f)→ A f→ B → 0)
のように，短完全系列をつくれる．また，単射や全射でなくても射 f : A→ B に対
し核 ker(f) や余核 coker(f) を考えることで別の対象を作り出すことができる．三
角圏でも射 A
f→ B が存在すれば，写像錐と呼ばれる対象 Cone(f)によって，
A
f→ B → Cone(f)→ A[1]
なる完全三角形を作ることができる．このように，射 f : A→ B に対してその写像
錐 Cone(f)を考えることで新たな対象を作ることができる．また，上の完全三角形
に現れる [1]はシフト関手と呼ばれる三角圏の自己同値関手であり，これによって対
象 C に対して新たな対象 C[1]を考えることができる．シフト関手を n個合成した
ものを [n]，これの逆関手を [−n]とかく．
次に，本論に必要な三角圏に関する定義や性質を準備する．
定義 2.1. C を三角圏 D の充満部分三角圏とする．充満部分圏 C⊥, ⊥C を
C⊥ := {E ∈ D|Hom(F,E) = 0, ∀F ∈ C}
⊥C := {E ∈ D|Hom(E,F ) = 0, ∀F ∈ C}
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と定義し，それぞれ右 (左) 直交部分三角圏 (right(left) orthogonal triangu-
lated subcategory)という．これらは明らかに D の (充満)部分三角圏となる．
定義 2.2. Ωを三角圏Dの対象からなる集合とする．Ωを含む最小の充満部分三角圏
を 〈Ω〉と書く．ΩがDを古典的に生成する (classically generate)とは，D = 〈Ω〉
が成り立つことを言う．
定義 2.3. C を三角圏 D の充満部分三角圏とする．埋め込み関手 ι : C ↪→ D が
右随伴関手および左随伴関手を持つとき，C を D の許容部分三角圏 (admissible
subcategory)という．
補題 2.4. 許容部分三角圏は直和因子に関して閉じている．
証明. Dを三角圏とし，C をその許容部分三角圏とする．A,B ∈ D， A⊕B ∈ C と
したとき，A,B ∈ C を示せばよい．C は許容的なので，以下の 2つの完全三角形が
存在する．[3, 1.43]
c1 −→ A −→ d1 −→ c1[1]
c2 −→ B −→ d2 −→ c2[1]
ここで，ci ∈ C, di ∈ C⊥ (i = 1, 2)である．これより，
c1 ⊕ c2 f−→ A⊕B −→ d1 ⊕ d2 −→ c1[1]⊕ c2[1]
も完全三角形である．これより，d1 ⊕ d2 ' Cone(f) ゆえ d1 ⊕ d2 ∈ C．一方，
d1 ⊕ d2 ∈ C⊥ であったから d1 ⊕ d2 = 0がわかる．従って，d1, d2 = 0である．以
上より，A ' c1, B ' c2 であるから，A,B ∈ C となる．
定義 2.5. 三角圏 D の対象 E が例外対象 (exceptional object)であるとは，
Hom(E,E[l]) =
{
k (l = 0)
0 (l 6= 0)
を満たすことをいう．
3
定義 2.6. E1, . . . , Em を三角圏 Dの例外対象とする．このとき，任意の i > j に対
して
Hom(Ei, Ej [l]) = 0 (l ∈ Z)
を満たすとき，(E1, . . . , Em)を Dの例外列 (exceptional collection)といい，例
外列が Dを古典的に生成するとき，例外生成列 (full exceptional collection)と
いう．また，例外列が任意の i, j に対して
Hom(Ei, Ej [l]) = 0 (l 6= 0)
を満たすとき，強例外列 (strong exceptional collection)という．
定義 2.7. 三角圏 Dの許容部分三角圏の列 A1, . . . ,Am が以下の条件を満たすとき，
D の半直交分解 (semiorthogonal decomposition)という．
• 任意の i > j に対して，Aj ⊂ A⊥i ．
• D の任意の対象 T に対して，以下の図式が存在する．
0 Tm Tm−1 ... T2 T1 T0 T
Cm C2 C1
? ? ?
[1] [1] [1]
ここで，?は完全三角形を表し，Ci ∈ Ai である．
このとき，D = 〈A1, . . . ,Am〉と書く．また，半直交分解 D = 〈A1, . . . ,Am〉に現れ
るの任意の許容部分三角圏 Ai が非自明な半直交分解を持たないとき D の半直交分
解 〈A1, . . . ,Am〉は極大であるという．
定義 2.8. 三角圏 D が Jordan-Ho¨lder 性 (Jordan-Ho¨lder property) を持つ
とは，D の任意の 2つの極大な半直交分解
D = 〈A1, . . . ,Am〉, D = 〈B1, . . . ,Bn〉
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に対しm = nであり，置換 σ ∈ Sm が存在して Bi ∼= Aσ(i) (1 ≤ i ≤ m)となるこ
とをいう．
例 2.9. D を三角圏とし (E1, . . . , Em) を D の例外生成列とすると 〈Ei〉 は許容的
[3, 1.58]ゆえ
D = 〈〈E1〉, . . . , 〈Em〉〉
は，D の半直交分解となる．この半直交分解は普通
D = 〈E1, . . . , Em〉
と書かれる．
命題 2.10. Dを三角圏とし (E1, . . . , Em)を Dの例外生成列とする．このとき，半
直交分解
D = 〈E1, . . . , Em〉
は極大である．
証明. m = 1のときを示せば十分である．改めて半直交分解を
D = 〈E〉
とかく．〈E〉の任意の対象は ⊕E[l]⊕rl (l, r ∈ Z)という形をしている [3, 1.58]．部
分三角圏はシフトに関して閉じており，また 〈E〉は許容的ゆえ補題 2.4より直和因
子に関しても閉じている．これより 〈E〉の非自明な許容部分三角圏は E を含む．す
なわち，〈E〉の非自明な許容部分三角圏は 〈E〉と一致する．従って，〈E〉は非自明
な許容部分三角圏を持たない，特に 〈E〉は非自明な半直交分解を持たないことがわ
かる．
定義 2.11. 三角圏 Dがネーター性 (Noetherian property)を持つとは，Dの許
容部分三角圏の昇鎖列
A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ D
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に対して，ある自然数 N が存在して i ≥ N ならば Ai = Ai+1 となることをいう．
三角圏 D の許容部分三角圏の降鎖列
D ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ 0
に対して
0 ⊂ A⊥1 ⊂ A⊥2 ⊂ · · · ⊂ D
が成り立つ．また ⊥(A⊥i ) = Ai であるから，D がネーター性を持てば任意の許容部
分三角圏の降鎖列が降鎖条件を満たすことがわかる．このことから，三角圏がネー
ター性を持てば任意の半直交分解が極大なものに拡張できる．すなわち半直交分解
に現れる許容部分三角圏が非自明な半直交分解を持たないようになるまで半直交分
解を繰り返す操作が有限回で終わることがわかる．
定義 2.12. 三角圏 D のグロタンディーク群 (Grothendiek group) K0(D)を次
のように定義する．D の全ての対象の同型類 [E]で自由に生成されるアーベル群を
その部分群
〈[F ]− [E]− [G] : Dの完全三角形E → F → G→ E[1]が存在する〉
で割って得られるものがK0(D)である．
定義 2.13. 三角圏 D の非自明な許容部分三角圏 C が K0-ファントム
(K0-phantom)であるとは，K0(C) = 0が成り立つことをいう．
3 箙に関する準備
箙に関する用語を整理するために，箙と，箙の道の定義を与える．関係式付き箙の
定義やその道代数の定義は [1]などを参照．
定義 3.1. 箙 (quiver) Q = (Q0, Q1, s, t) とは頂点 (vertex) の有限集合 Q0 と矢
印 (arrow) の有限集合 Q1, 写像 s, t : Q1 → Q0 からなる四つ組のことである．写
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像 s, t は，矢印 α ∈ Q1 に対し，始点 (source) a = s(α) ∈ Q0 と終点 (target)
b = t(α) ∈ Q0 を対応させる．このとき，αを a→ bと書く．
定義 3.2. Qを箙とし，a, bをその頂点とする．長さ l ≥ 1の aから bへの道 (path)
とは，列
(a|α1α2 . . . αl|b)
であって，s(α1) = a, t(αl) = b かつ，1 ≤ i < l に対して t(αi) = s(αi+1) を満た
すものをいう．ここで αk ∈ Q1 (1 ≤ k ≤ l) である．この道を p とおいたとき，
s(p) = s(α1), t(p) = t(αl)と定め，それぞれ道 pの始点，終点と呼ぶ．また，それ
ぞれの頂点 a ∈ Q0 に対して長さ 0の道が対応するものとする．これを aでの自明な
道 (trivial path at a)といい
ea = (a||a)
と書く．
定義 3.3. 箙 Qが非輪体 (acyclic)であるとは，始点と終点が一致する長さ 1以上
の道を持たないことである．箙 Qに対し Q0 は有限集合であるから Nの部分集合と
考えて Q0 の元を自然数とみなすことができる．このもとで，非輪体な箙 Qが順序
付き箙 (ordered quiver)であるとは，任意の矢印 p ∈ Q1 にたいして s(p) > t(p)
が成り立つことを言う．
例 3.4. 以下の箙 Qとその関係式 I
Q :=
 • • •3 2 1α1 β1
α2 β2
 , I := 〈α1β2, α2β1〉
により定義される関係式付き箙 (Q, I)を Bondal箙という．Bondal箙は順序付き箙
である．また．Bondal箙の道代数 A := kQ/I はベクトル空間として，
e1, e2, e3, α1, α2, β1, β2, α1β1, α2β2
で生成される．ここで各 ei (i ∈ {1, 2, 3})は頂点 iに対応する長さ 0の道である．
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定義 3.5. (Q, I)を関係式付き箙とする．箙 (Q, I)の表現 V とは，
1. 頂点 a ∈ Q0 に対応する有限次元 k ベクトル空間 Va．
2. 矢印 α : a→ bに対応する線形写像 fα : Va → Vb．
からなるデータ (Va, fα)a∈Q0,α∈Q1 で，ρ ∈ I ならば fρ = 0 を満たすものである．
ここで fρ は，ρ =
∑m
i=1 λiwi としたとき，
fρ =
m∑
i=1
λifwi
である．ただし，道 w = (a|α1α1 . . . αl|b)に対し線形写像 fw を
fw = fαl ◦ · · · ◦ fα2 ◦ fα1
と書いた．
定義 3.6. (Q, I)を関係式付き箙とし，V = (Va, fα), W = (Wa, gα)を (Q, I)の表
現とする．箙の表現の射 θ : V → W とは，線形写像の族 (θa : Va → Wa)a∈Q0 で
あって，任意の矢印 α : a→ bに対して gα ◦ θa = θb ◦ fα を満たすものをいう．
命題 3.7. (Q, I) を関係式付き箙とし A := kQ/I をその道代数とする．このとき
アーベル圏の圏同値関手
F : mod-A
'−→ repk(Q, I)
が存在する．
証明. F の構成のみ与える．完全な証明は [2, III.1.7]を参照．まず対象ごとの対応を
与える．M を右 A加群とするとき箙の表現 F (M) = (Ma, fα)a∈Q0,α∈Q1 を次のよ
うに定義する．頂点 aに対し kベクトル空間をMa :=M(ea+I)，矢印 α : a→ bに
対し線形写像 fα :Ma →Mb を f(x) = x(α+ I)と定める．次に射の対応を与える．
右 A加群の準同型写像 φ :M → N に対し箙の表現の射 F (φ)を F (φ) := (φa)a∈Q0
とする．ここで φa は φa = φ|Ma :Ma → Na なる線形写像である．
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この同値によりこれ以降，道代数上の加群と箙の表現を同一視して議論をすす
める．
例 3.8. (Q, I)を関係式付き箙とし A := kQ/I をその道代数とする．repk(Q, I)の
対象 Sa = (Sab, φα) (a ∈ Q0)を
Sab =
{
0 (a 6= b)
k (a = b)
φα = 0 (∀α ∈ Q1)
と定めると，Sa は mod-Aの単純対象に対応する．これを頂点 aに対応する単純対
象と呼ぶ．
例 3.9. 例 3.4 で定義した道代数 A 上の頂点 i に対応する射影加群 Pi := eiA
(i ∈ {1, 2, 3})の表現はそれぞれ以下のようになる．
P1 =
(
0 0 k
0 0
0 0
)
, P2 =
 0 k ⊕kk
0
[
1
0
]
0
[
0
1
]
 ,
P3 =
 k ⊕kk ⊕kk
[
1
0
] [
1 0
0 0
]
[
0
1
] [
0 0
0 1
]

Pi が射影的であるので
ExtrA(Pi, Pj) = 0 (r 6= 0)
であり，また
HomA(Pi, Pj) = ejAei
より
HomA(Pi, Pj) =
{
k (j ≥ i)
0 (j < i)
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であることから (P1, P2, P3)はDb(mod-A)の強例外列であることがわかる．さらに
(P1, P2, P3)は Db(mod-A)を生成する [7, 2.1]ので強例外生成列である．
(Q, I)を関係式付き箙とし A := kQ/I をその道代数とする．Aの右加群M に対
しM の次元ベクトル (dimension vector) dimM を
dimM :=
dimkMe1...
dimkMen

ただし，Q0 = {1, . . . , n}
定義 3.10. D をアーベル圏あるいは三角圏とする．任意の対象 A,B ∈ D に対して
以下のように定義される χを D 上のオイラー形式 (Euler form)という．
χ(A,B) :=
∑
r∈Z
(−1)r dimk Extr(A,B) (A,B ∈ D)
明らかに A,B をそれぞれの同型類 [A], [B] の別の元に取り替えてもオイラー形式
の値は変わらない．また D の完全三角形 L → M → N → L[1] に対して，任意の
A,B ∈ D で
χ(A,M) = χ(A,L) + χ(A,N)
χ(M,B) = χ(L,B) + χ(N,B)
が成り立つ．このことと，グロタンディーク群の定義より，D のグロタンディーク
群K0(D)上でもオイラー形式が定義できる．
例 3.11. 例 3.4 で定義した道代数 A の導来圏 Db(mod-A) のグロタンディーク群
K0(D
b(mod-A))の元である単純加群の同型類 [Si]を以下のように Z⊕3 の元と対応
させる．
[S1]↔
10
0
 , [S2]↔
01
0
 , [S3]↔
00
1

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これによって定まる同型K0(Db(mod-A)) ' Z⊕3によってK0(Db(mod-A))と Z⊕3
を同一視する．ここで，mod-A(⊂ Db(mod-A))の対象M に対し [M ]はその次元ベ
クトル dimkM と等しい．このとき，K0(Db(mod-A)) のオイラー形式の行列表示
を求める．まず，次の式が成り立つ [1, III.3.8]．
χ =
([
dimP1 dimP2 dimP3
]−1)T
これを計算して,
χ =

1 2 20 1 2
0 0 1
−1

T
=
 1 0 0−2 1 0
2 −2 1

となる．
4 本論
まず，Bondal箙の道代数の導来圏がネーター性を満たせば Jordan-Ho¨lder性を満
たすことを確認する．
命題 4.1. [6] Aを例 3.4で定義した Bondal箙の道代数とし，E ∈ mod-Aを
E =
(
k k k
1 1
0 0
)
とする．また D := Db(mod-A)とおく．このとき，
D = 〈〈E〉⊥, E〉
は半直交分解で，〈E〉⊥ は例外対象を持たない．
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証明. D ∼= Z⊕3 を例 3.11 であたえた同型とする．E が例外対象であることを
示す．E が例外対象ならば [3, 1.58, 1.60] より 〈E⊥, E〉 は半直交分解である．
[E] =
[
1 1 1
]T
in K0(D)であるから例 3.11より χ(E,E) = 1であることがわ
かる．Exti(E,E)を求めるために E の射影分解を与える．
P1
k
0
0
0
0
0
0
P2
k ⊕ k
k
0
0
[
1
0
]
0
[
0
1
]
P3
k ⊕ k
k ⊕ k
k
[
1
0
]
[
1 0
0 0
]
[
0
1
]
[
0 0
0 1
]
E
k
k
k
1
1
0
0
1
[
1 0
]
[
1 0
]
0
[
0
1
]
[
0 0
0 1
]
0
0
[
1
0
]
φ1 φ2 φ3
ここで，箙の表現の射を
φ2 =
(
0,
[
1
0
]
,
[
0 0
0 1
])
のように頂点ごとの線形写像の組として記述する．Exti(E,E)は以下の複体 C，
0 −→ HomA(P3, E) φ
∗
2−→ HomA(P2, E) φ
∗
1−→ HomA(P1, E) −→ 0 −→ · · ·
の i次コホモロジーである．Ext0(E,E) = kは直ちに分かる．Ext2(E,E)を求める．
HomA(P1, E) = {(0, 0, 0), θ1 = (0, 0, 1)}
HomA(P2, E) =
{
(0, 0, 0), θ2 = (0, 1,
[
1 0
]
)
}
である．ここで，θ1 = φ∗1(θ2)であるから，Ext
2(E,E) = H2(C) = 0．3次以上の
コホモロジーは自明で，χ(E,E) = 1であることから，Ext1(E,E) = 0となる．以
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上より，E が例外対象であることが示せた．従って 〈〈E〉⊥, E〉は半直交分解である
[3, 1.60]．
次に，E⊥ が例外対象を持たないことを示す．より強く，グロタンディー
ク群のレベルで 〈E〉⊥ に例外対象が存在しないことを示す．すなわち，
K0(E
⊥) の元 [X] で χ([X], [X]) = 1 となるものが存在しないことを示す．
[X] =
[
x y x
]T
(x, y, z ∈ Z)とおく．仮定より．
χ([E], [X]) = 0
これより，y = x+ z．これを用いて，
χ([X], [X]) = 0
Bondal箙の道代数の導来圏 Db(mod-A)は，例 3.9と上の命題より
Db(mod-A) = 〈P1, P2, P3〉
= 〈〈E〉⊥, E〉
と，二通りの半直交分解をもつ．命題 2.10 より，〈P1〉, 〈P2〉, 〈P3〉, 〈E〉 はそれぞれ
非自明な半直交分解を持たない．〈E〉⊥ が非自明な半直交分解を持たなければ，す
なわち半直交分解 〈〈E〉⊥, E〉 が極大であるならば，上の二通りの半直交分解から
Db(mod-A) が Jordan-Ho¨lder 性を満たさないことが直ちに分かる．半直交分解
〈〈E〉⊥, E〉 が極大でない場合でも，ネーター性を仮定することで極大なものに拡張
できる．しかし，その極大な半直交分解に現れる許容部分三角圏は例外対象を含ま
ないため，〈E〉 を除いて 〈P1〉, 〈P2〉, 〈P3〉 のいずれとも同値になりえない．従って
Db(mod-A)は Jordan-Ho¨lder性を満たさない．
以上より，Bondal箙の道代数の導来圏Db(mod-A)がネーター性を持てば Jordan-
Ho¨lder 性を満たさないことがいえる．次の命題よりネーター性を考える上で K0-
ファントムを考えることが有用であることがわかる．この命題はよく知られた事実
である．
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命題 4.2. D を K0-ファントムを持たない三角圏とする．K0(D)が有限生成ならば
D はネーター性をもつ．
証明. D の許容部分三角圏の昇鎖列
A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ D
に対して
K0(A1) ↪→ K0(A2) ↪→ · · · ↪→ K0(D)
が存在し，K0(D) はネーター環 Z 上の有限生成加群なのでネーター加群であるか
ら，N ∈ Nが存在して i > N ならば K0(Ai) = K0(Ai+1)である．i > N とする．
Ai は Ai+1 の許容部分三角圏であるから，
Ai+1 = 〈A⊥i ∩ Ai+1, Ai〉
は Ai+1 の半直交分解である [3, 1.43]．これより，
K0(Ai+1) ' K0(A⊥i ∩ Ai+1)⊕K0(Ai)
が成り立つ．一方仮定より，K0(Ai+1) = K0(Ai)でありまた，K0(D)がネーター加
群ゆえK0(Ai+1)は有限生成であることより，
K0(A⊥i ∩ Ai+1) = 0
仮定より，A⊥i ∩ Ai+1 = 0．従って，Ai+1 = Ai．
問 4.3. Dを強例外生成列 (E1, . . . , Em)をもつ三角圏とする．このとき，DはK0-
ファントムを持たないか？
例外生成列を持つ三角圏のグロタンディーク群は有限ランクの自由アーベル群と
同型になる [8, 3.5]ため，この問 4.3が示されれば命題 4.2より，強例外生成列を持
つ三角圏がネーター性を持つことが従う．m = 2の場合においてこの問題が正しい
ことを示した．Kuznetzovはさらに一般に，例外生成列を持つ三角圏がネーター性
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を満たすことを予想している [5]．
m = 2の場合の問 4.3の証明. D = 〈E1, E2〉 を強例外生成列とし，C を D の非自
明な許容部分三角圏とする．C のゼロでない対象が直既約ならばグロタンディーク群
で 0にならないことを示す．補題 2.4より，C は必ず直既約な対象を含むのでこれを
示せば十分である．c(6= 0)を直既約な C の対象とする．半直交分解の定義より，射⊕
l
E1[l]
⊕pl f−→
⊕
l
E2[l]
⊕ql
が存在し，cは写像錐 Cone(f)と同型になる．〈E1, E2〉は強例外列であることより，
f =
⊕
l fl と分解できる．ここで，fl は E1[l]
⊕pl から E2[l]⊕ql への射である．これ
より，Cone(f) =
⊕
l Cone(fl)となるが，cは直既約であるから，ある n ∈ Zが存
在して，
c = Cone(f) = Cone(fn)
となる．従って，
[c] = (−1)n+1pn[E1] + (−1)nqn[E2]
ここで，c 6= 0より，pn 6= 0または qn 6= 0であるから [c] 6= 0．
これより以下の主定理が従う．
主定理 . Dを強例外生成列 (E1, E2)をもつ三角圏とする．このとき，Dはネーター
性を持つ．
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